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Sammendrag

Denne artikkelen tar for seg stokastiske differensialligninger og numeriske lgsningsmetoder
for disse. Spesielt sees det pa numerisk lgsning av Bonhoeffer-van der Pols-oscillator
med en Runge-Kutta-metode med sterk konvergens av orden 1. Det midlere kvad-
ratiske linesere stabilitetsomradet til Runge-Kutta-metoden er ogséa analysert.




Innledning

I denne teksten skal vi fokusere pa stokastiske differensialligninger og numerisk lgsning av
disse. Slike ligninger oppstar blant annet i fysikkrelaterte problemer, i statistikk og i for-
bindelse med gkonomiske modeller. Teksten tar utgangspunkt i Highams ” An Algorithmic
Introduction to Numerical Simulation of Stochastic Differential Equations” [Higham(2001)].
Konkret vil vi benytte oss av teorien der for a lgse Bonhoeffer-van der Pol-oscillatoren ([
numerisk. Denne lgsningen vil ogsa bli sammenlignet med den deterministiske utgaven av
ligningen. Videre vil vi se pa konvergensen til denne metoden og gjgre beregninger for a
finne konvergensens orden.

Som i [Higham(2001)] skal vi se pa to mater a integrere med hensyn pa stokastiske vari-
able; henholdsvis [to- og Stratonovich-integraler. Disse to metodene gir i motsetning til
deterministiske metoder ofte varierende svar selv om skrittlengden gar mot null. Som fglge
av dette er det viktig at den aktuelle metoden blir spesifisert ngyaktig.

Det er, i likhet med det deterministiske tilfellet, mange ulike metoder for a lgse stokas-
tiske differensialligninger; vi skal presentere Euler-Maruyama metoden samt at vi vil lgse
ligning (0dmed Runge-Kutta-metoden i ligning (10). Disse ulike metodene har ulike egen-
skaper og en av egenskapene som karakteriserer en metode er dens stabilitet; som er et
viktig begrep for stokastiske sa vel som deterministiske differensialligninger, og dette vil
bli analysert her.

Teori

Stokastiske differensialligninger (SDE)

Stokastiske differensialligninger (autonome) kan skrives bade pa integralform, som i lig-
ning (1), og pa differensialform, som i ligning (2). For vart formal er det naturlig a ta
utgangspunkt i ligningen pa differensialform. Men siden vi skal lgse ligningssystemer, sa
vil bade X og funksjonene f og ¢ veere vektorer.

- -
X(t)=Xo+ F(X(s))ds+ g(X(s)dW(s), 0<t<T (1)
dX () = FX(D)dt + g(X(D))dW (1), X(0)=Xo, 0<t<T 2)

Brownske bevegelser

Som vi finner i [Higham(2001), s. 526] er Brownske bevegelser, eller en Wiener-prosess,
over [0, T| en stokastisk variabel W (t) som er kontinuerlig avhengig av t pa dette intervallet

samt som tilfredsstiller folgende: 1



1. W(0) = 0 (med sannsynelighet 1)

2. Over 0 < s <t < T er den stokastiske variablen gitt ved Z = W (t) — W(s)
nomralfordelt med med E(Z) = 0 og Var(Z) =t —s. Som tilsvarer W (t) — W (s) ~
N (0,1). Her er N(a, B) en normalfordelt stokastisk variabel med forventnigsverdi o
og varians [3.

3. Over 0 <s<t<u<v<T er de tilsvarende stokastiske variablene W (t) — W (S)
og W (V) — W (u) uavhengige.

For de numeriske eksperimentene gjgr vi en diskrét tilnszerming til denne Wiener-prosessen.

Ito- og Stratonovic-integraler

I stokastiske differensiallingninger er det med integrasjon m.h.p. brownske bevegelser, og i
den forbindelse er det ngdvendig a definere hvordan man regner ut disse integralene. Det
har blitt utviklet to metoder for a regne ut slike integraler; henholdsvis [t0- og Stratonovic-
integraler.
Gitt at vi har integralet -

() dW (1), (3)

0
sa vil Ito-integralet veere definert ved Riemannsummen

N Ea—
Ft)(W(G+1) —W (L)), (4)
j=0

hvor tj = to + te”,‘il—*t‘j, to og teng er start og slutt pa tidsintervallet og N er antall steg.
Stratonovic-integralet er definert nesten tilsvarende, men man gjgr funksjonsberegningen
i midtpunktet pa intervallet; det vil altsa veere definert ved fglgende Riemannsum

Nﬁ ] ' 1
f %tjﬂ (W (tj+1) —W(t5)) (5)
i=0

Det er viktig a merke seg at disse to versjonene av stokastiske integraler gir forskjellige
verdier selv om man lar N — oco. Allikevel er begge disse metodene viktige i forbindelse
med SDEer. I denne oppgaven er det Ito-integralet vi bruker.

Konvergens

I forbindelse med numeriske metoder er det ngdvendig a snakke om konvergens av meto-
den, og for SDEer er det to typer orden av konvergens; sterk og svak. I denne sammen-

hengen vil vi kun fokusere pa sterk konvergens, som er et strengere krav enn svak. En
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numerisk metode har sterk orden av konvergens, y, dersom det finnes en konstant K slik

at
E[Xnh — X(ty)| < KAY, (6)

hvor X, er den numeriske approksimasjonen, X (t,) er den eksakte lgsningen, At er skritt-
lengden og t, = nAt.

For a gjgre en analyse av hva slags orden en numerisk metode har, vil vi i denne sammen-
hengen plotte feilen av lgsningen for forskjellige verdier av skrittlengden At i et logaritmisk
plot, og sammenligne dette med en linje som har stigningstall lik det vi forventer y skal
veere.

Linezer stabilitetsanalyse

En differensialligning sies a veere stabil i numerisk sammenheng dersom lgsningen gar mot
null for store t. Dette er for at feil som skyldes at man ikke tar med hgyere ordens ledd ikke
skal vokse ukontrollert. Dersom man ser pa den linesere stokastiske differensialligningen

dX (t) = AX(t)dt + pX(t)dW (1), X (0) = Xo, (7)
med lgsning? | , [
X(t) = X(0)exp (A= Jp)t+pW(D) (8)

sa ser vi at med Y = 0, reduserer ligningen seg til det deterministiske tilfellet med lgsning
Xo exp(At), og denne er stabil sa lenge R(A) < 0.

For det stokastiske tilfellet er midlere kvadratisk stabilitet definert ved limy_,o, EX(t)? = 0,
og det kan vises [Higham(2001), s. 541] at ligning (7) er stabil hvis R(X) + 2|u|? < 0.
Tilsvarende vil den numeriske metoden vaere midlere kvadratisk stabil dersom

lim EX? =0 (9)

j—oo

Det er ogsa relevant a snakke om at en metode/ligning er asymptotisk stabil, men det vil
ikke bli diskutert videre i denne teksten.

Ligning (4.6) fra [Higham(2001), s. 533].




Numeriske eksperimenter og analyse

For de numeriske analysene vil vi bruke Runge-Kutta-metoden gitt i ligning (10). Metoden
vil ikke bli utledet her.

Y = Xj1+ VA(Xj_1)

g(Y)—g(X; —1) L1 L]
X = X1+ ALFOG) + AWk + S I awg - a0

AWj =W (tj) — W (tj_1).

I forste omgang verifiserer vi at denne metoden har konvergens av sterk orden 1, ved

Plot av feilen for ulike skrittlengder
T

10

Sample average of | X(T) - X |
=
O‘

107 10
At

Figur 1: Her har vi plottet feilen for forskjellige skrittlengder At (hhv. 2—9, 2=8, 2=7, 2=6 og 2-5), samt en referanselinje
(stiplet) med stigningstall 1.

a plotte feilen ved 5 forksjellige skrittlengder i et logaritmisk plot og sammenligne med
en referanselinje med stigningstall 1. Resultatet av dette er gjengitt i Figur 1. Fra disse
numeriske beregningene vil vi fa sterk orden av konvergens pa y ~ 0.983. Dette stemmer
godt overens med at metoden har sterk konverges av orden 1.

For sammenlignings skyld har vi inkludert Figur 2 hvor vi har plottet den numeriske
lgsningen av ligning (7) med bade Euler-Maruyama- og Runge-Kutta-metoden, hhv. (11)
og (10), sammen med den eksakte lgsningen (8). Her kan vi se en kraftig forbedring
fra Euler-Maruyama- til Runge-Kutta-metoden, som er i godt samsvar med forskjellen i
orden.

Euler-Maruyama-metoden er av orden y = 0.5 og har fglgende form?

2Hentet fra [Higham(2001), s. 532].



Runge-Kutta-metoden (y = 1) Euler-Maruyama-metoden (y = 0.5)

numerisk approksimasjon numerisk approksimasjon

simulering av lgsning simulering av lgsning
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Figur 2: Simulering av én Wiener-prosess brukt til 3 lgse ligning (7) (med parametre A = 2, p = 1 og Xo = 1) numerisk
vha. Euler-Maruyama- og Runge-Kutta-metoden, hhv. (11) og (10), plottet sammen med den eksakte lgsningen (8).

Xj = Xj1 +F(Xj_1)At+g(Xj_1)AW;. (11)
Vi skal na se pa numerisk lgsning av Bonhoeffer-van der Pol-oscillatoren ([ dmed Runge-
Kutta-metoden gitt i ligning (10).
dXy(t) = c(Xy(t) + Xa(t) — 1Xy (1) + z)dt + 0dW (t)  X4(0) = —1.9
dXo(t) = —2(Xy(t) + bXy(t) — a)dt X5(0) = 1.2

hvor vi vil bruke a = 0.7, b = 0.8, ¢ = 3.0, Z = —0.34 samt ¢ = 0.5 for stokastisk og d =0
for deterministisk.

Vi har brukt MATLAB til simulering og grafisk framstilling av lgsningen til (O] og re-
sultatene ligger i Figur 4. I Figur 3 er gjennomsnittet av 100 simuleringer plottet sammen
med den deterministiske lgsningen (0 = 0).

Vi forventet at gjennomsnittet av 100 simuleringer og den deterministiske lgsningen ville
neerme seg hverandre, men man kan se i Figur 3 at dette ikke er tilfellet. Dette kan skyldes
en rekke arsaker:

e For stor skrittlengde eller for fa simuleringer. Men dette anser vi som usannsynlig
ettersom vi far like resultater for tidobling av antall simuleringer og firedobling av

antall skritt.
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e Darlige tilfeldige tall; men MATLAB er kjent for sin gode simulering av tilfeldige tall
[Higham(2001), s. 526], sa dette er trolig ikke arsaken. En mulig mate a undersgke
dette neermere pa er a bruke en sann tilfeldig-tall-generator som baserer seg pa
naturlige prosesser®, i motsetning til datamaskiner som kun generer pseudotilfeldige
tall.

e Avrundingsfeil som forplanter seg utover i beregningene.

e At (Odikke er lineser; funksjonen f inneholder et kubisk ledd som kan bidra til at
det stokastiske leddet forplanter seg pa en slik mate at forventningsverdien ikke er
lik den deterministiske lgsningen.

o At vi ser pa et ikke-linesert system av stokastiske differensialligninger. De stokas-
tiske variasjonene sprer seg pa en slik mate at gjennomsnittet ikke neermer seg det
deterministiske tilfellet.

Plot av Xl og X2 stokastisk (middelverdi av 100) og deterministisk
25 T

X1 middelverdi stok.
_ X2 middelverdi stok.
- X1 deterministisk

X2 deterministisk

Figur 3: Xy og Xg fra deterministisk lgsning av (Dsammen med middelverdien av X; og Xz for 100 simuleringer av
den stokastiske ligningen.

3Et eksempel pa en slik kan finnes pa random.org. Denne tar utgangspunkt i atmosfeerisk bak-
grunnsstgy.



Plot av X1 og X2 for 5 simuleringer og middelverdier

251

Xl middelverdi stok.
><2 middelverdi stok.
X
2

— . — . X, enkeltsimuleringer

enkeltsimuleringer

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figur 4: X; 0og Xq fra 5 simuleringer av ([gst med (10) med At = 2—8 sammen med middelverdien av 100 simuleringer.

Lineser stabilitetsanalyse

For a gjore en lineaer stabilitetsanalyse pa Runge-Kutta-metoden gitt i ligning (10), an-
vender vi metoden pa den linesre stokastiske differensialligningen (7), hvor vi benytter
reelle konstanter P og A. Dette forer til fglgende formel for Xj:

H(Xj-1 + VAX;_g) — pXjg B L]

Xi = Xi_1 4+ AtAX; 1 + AW X + AW; )T — At
j—1 j—1 iHAj-1 /AL (AWj) .
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hvor funksjonene T og g i ligning (10) er byttet ut med henholdsvis AXj_; og WXj_1, og
Y = Xj_1 + VAtX;_; er satt inn.
Vi regner sa ut

2 :21 - p> L 2 |£



Med kjennskap til at X og AWj er navhengige, og at EAW; = 0, EAWj2 = At, EAWJ-3 =
0 og EAW;' = 3At® far vi folgende
1 [ . (111
EX? =E X7, (1+AA)?+ Atp? + —p*At?

- )

1
= (14 AAL)? + Atp?® + §|,14At2 EX?
=R-EX/,
Na har vi sammenhengen EXJ-2 =R- EXjZ_l, og EXJ-2 vil altsa ga mot null nar j — oo der-

som R < 1, og dermed oppfylle ligning (9). Vi ender dermed opp med stabilitetsomradet
i Figur 5, gitt ved ligningen under.

(1+AAL? + Atp? + %u“AtZ <1 (13)

Midlere kvadratisk stabilitetsomrade for Runge—Kutta-metoden
15

Figur 5: Midlere kvadratisk stabilitetsomrade gitt i ligning (13) for Runge-Kutta-metoden (10).

Konklusjon

Pa samme mate som med deterministiske differensialligninger sa finnes det mange forskjel-
lige numeriske lgsningsmetoder, og i denne artikkelen har vi fokusert pa Runge-Kutta-
metoden (10) for a lgse (O Vi har verifisert at den har sterk orden av konvergens y = 1
i motsetning til Euler-Maruyama-metoden som har y = 0.5. Dette kan vi se resulatet av
i Figur 2 der Runge-Kutta-metoden gir betydelig bedre tilnserming.
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Fra det midlere kvadratiske stabilitetsomradet for Runge-Kutta-metoden (10), plottet
i Figur 5, kan vi observere at omradet er mindre enn for Euler-Maruyama-metoden
[Higham(2001), s. 543]; noe som er typisk for metoder av hgyere orden.

Det mest oppsiktsvekkende resultatet under eksperimentene var i midlertid at middel-
verdien av mange simuleringer av ([ likke konvergerte mot den deterministiske utgaven
hvor 0 = 0. Dette har vi ingen god forklaring pa, da det kan ha mange ulike arsaker;
blant annet for fa simuleringer, for lang skrittlengde, avrundingsfeil, for lav orden, darlige
tilfeldige tall, men det vi tror er mest sannsynlig er at forventningsverdien faktisk ikke er
lik det vi ville fatt med 0 = 0. Dette kan i sa fall skyldes at vi har et system av ikke-linegere
stokastiske differensialligninger.

Alt i alt ser det ut til at mange av prinsippene for numerisk Igsning av ordineere differen-
sialligninger kan overfgres til stokastiske differensialligninger, sa sant man tar hensyn til
de sma forskjellene i teorien.
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